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2. Funktionen in der Okonomie

2.0 Beispiele: quadratische Funktionen., Exponentialfunktion

2.0.1 Quadratische Funktionen

Einfachste quadratische Funktion:
Allgemeine quadratische Funktion:
Beigid: @

2.0.2 Exponentialfunktion

Einfachgte Exponentiafunktion:
Allgemeine Exponentidfunktion:
Begod:

2.0.3 Weitere Beispiele:
y:XZ- g X
y=0.1x?- Inx

y=x°- 10x? +2x

3
(4)
©)

2.1 Darstellung von Funktionen (analytisch, tabellarisch, grafisch)

y=x2.
y=ax’+bx+c.
y=2x%- 6x- 8.

X bzw. y=e*.

bzw. y=ax

y=¢€
y=axe™
y=10>*

CX

y=x?-4/x-1
y =10% - 100 xx?

(6)
(1)

bzw. y=10x"* (2.

Andlytische Darstellung: (1) y=2x°-6x-8
2 y=10> *
Tabdlarische Dargdlung:
A B | ¢ D | E | F | ¢ H

L X 1) (2) ©)] (4 )] (6) @
2 0 -8,00 10,00 -1,00 0,00 -1,00 1,00
3 1 -12,00 3,68 0,63 0,10 -7,00 -1,00  -90,00
4 2 -12,00 1,35 3,86 -0,29  -4,00 1,59 -300,00
5 3 -8,00 0,50 8,95 -0,20 159,00 6,27 100,00
6 4 0,00 0,18/ 15,98 0,21 872,00 13,00 8400,00
7 5 12,00 0,07 24,99 0,89 2885,00 21,76 97500,00
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Grafische Dargtdlung:

15 +

Aufgabe 1. Monopolist

Fur den Zusammenhang zwischen dem Preis p einer Ware und der abgesetzte Menge x wird in dem
interesserenden Bereich en linearer Zusammenhang vorausgesetzt:

@ X=X - CXp (c>0).

Fir ein Zahlenbeispid zur Bestimmung der Parameter x, und ¢ nehmen wir an, dass Sch zum Preis

p = 1,25 € téglich 100 Currywirste und zum Preis p = 1,50 € téglich nur 80 Currywirste verkaufen
lassen. Der Einkaufspreis wird mit k = 0,10 € angesetzt.

(AO) Ermitteln Sedie Parameter x, und c.
(A1) Ermitteln Sefur einen Preisp = 0,75 € den Absatz X, den Umsatz U = pxx, die Kosten
K =kxx und den Gewinn G=U - K .

Aufgabe 2: Tschernobyl

Der radioaktive Zerfal 1&sst Sch durch eine Exponentiafunktion beschreiben. Ist am Anfang die
Menge 1 (100 %) vorhanden, dann ist die Menge nach der Zeit x

2 y=e*

Dabe driickt der Parameter c die Intendtét des Zerfalls aus. Die Intenstét lasst Sich anschaulicher
durch die Halbwertszeit T angeben, den Zeitraum, in dem die Halfte der Substanz zerfdlenist. Fir
Césum igt die Habwertszeit z.B. 30 Jahre.

(AO) Ermitteln Sie aus der Halbwertszeit den Parameter ¢ fir das Beispid Casum.
(A1) Waecher Antel ist nach 10 Jahren noch vorhanden?
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Aufgabe 3: Nutzungsdauer

Fur die Wertminderung eines Autosim Laufe der Zeit wird das Modd | des exponentidlen Zerfdls
zugrundegelegt. Der Zeitwert wird durch folgende Mode Istruktur beschrieben:

) Z=Px*,
Dabel ig Z der Zeitwert in €, P der Anfangswert (Kaufpreis) und t die Zeit, die wir in Monaten
angeben wollen. Fir ein Zahlenbeispid nehmen wir einen Preis P = 17 000 € und ene Habwertszet

von T = 36 Monaten an.

Die Gesamtkogten fur Reparatur und Wartung bis zum Zeitpunkt t werden durch eine quadratische
Funktion beschrieben:

4 G=gx°.
Als Bespid nehmen wir an, dass innerhab von 48 Monaten insgesamt 3600 € Kosten anfdlen.

(AO) Ermitteln Siefir das Zahlenbeispie den Parameter ¢ der Wertminderung und den Parameter
g der Kostenfunktion

(A1) Geben Sieflr eine Nutzungsdauer von 24, 48 und 72 Monaten den Zeitwert, die

Wertminderung, die Kosten fir Reparatur und Wartung sowie die durchschnittlichen Kosten
pro Monat, bezogen auf die jeweilige Nutzungsdauer, an.

2.2 Bestimmung von Nullstellen, nichtlinear e Gleichungen, das
Sekantenverfahren

2.2.0 Aufgabenstellung
Bisher haben wir fir eine gegebene Modd struktur folgende Aufgaben behanddlt:

(AO) Identifikation der Modd lparameter aus vorgegebenen (x,y)-Wertepaaren,
(A1) Enumeration (= Ausrechnen) der Funktionswerte y zu vorgegebenen x-Werten.

Eine weitere Aufgabe besteht nun darin, zu eénem numerisch vorgegebenen Sollwert y, einen
zugehorigen x-Wert zu finden, derartdass y = f(x) =y, ist:

(A2) Zidsuche: Ermittlung eines x-Wertes zu einem numerisch vorgegebenen Sollwert .

Das Losen einer Gleichung der Form f(x) =y, lésst sch stets a's Suche nach Nullstellen einer
Funktion deuten. Indem man die Differenz F(x) = f (X) - Y, bildet, besteht nun die Aufgabe darin,
dieGlachung F(x) = 0 zulGsen, dso Nullselen der Funktion F(x) zu suchen.
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2.2.1 Quadr atische Funktion

Um die Gleichung ax? +bx+c = Yo 2u l6sen, aso Nullstellen der quadratischen Funktion
y=ax?+bx+c- Yo zuemitteln, dividiert man die Gleichung durch a (* 0) und erhdt die
Normalform der quadratischen Gleichung x2 + p*x +q =0 mit den Lésungen (p-g-Formel):

_. P, /aepg
%2 = 2 gz

2.2.2 Exponentialfunktion

Um die Gleichung a>xe”™ =y, zu l6sen, dso Nullstellen der Funktion y = a>e™ - y, zu emitten
muss man die Glechung durch a dividieren und anschlief3end logarithmieren:

X =y, e =Y In(ecxx):lng%g, c><x:In(i;aa/—09
a eag
In%g
(1) x=%".

oX —

Ebensofir axe” =™ =y :

QIIO

n&a
%

c

2 x=

Insbesondere ergibt sich fur y, = g der Zusammenhang zwischen Zerfdlgntensitét ¢ und
Habwertszeit T:

@ T="2 C:'”TZ (In2» 0.69)
C

2.2.3 Allgemeine nichtlinear e Gleichungen, das Sekantenverfahren

Lineare, quadratische und Exponentiafunktionen sind so einfach, dass man die Zielsuche durch
Angabe ener Losungsforme erledigen kann. Bel dlgemenen nichtlinearen Funktionen ist das nicht
der Fdl. Es handdt sch dann tatsachlich um ene Zid- Suche, die man schrittweise (Miterativ'')
verbessert.
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X

So gibt es z.B. keine formemalige Moglichkeit, Nullstellen des obigen Beispiels (3) y = x2 - €
zu ermitteln, also - was dasselbeist - die Gleichung x* =€ * zu l6sen. Aus der tabellarischen und
aus der etwas detalllierteren grafischen Darstellung erkennt man jedoch sofort, dass zwischen O und
1 ene Nullgele liegen muss.

o e 8 N YN

-1
-2 //
-3

-2 -1 a 1 2

Das Sekantenverfahren geht aus von zwel Punkten, die Sch moglichst in der Nahe einer Nullstelle
befinden. Die beiden Punkte der Kurve werden nun durch eine Gerade verbunden. Der x-Wert, bel
dem diese Gerade die x-Achse schneidet (y = 0), wird ds verbesserte Schétzung der Nullstelle

angesehen:

1,00 4

0,50 ¢+ /
0,00 } } } } |

0,6 0,8 1

-0,50 ¢

-1,00

Die Formd zur Berechnung des Schnittpunktes der Sekante mit der x-Achse lautet:

(1) X, XY X%
Yo- W1

Mit diesem neuen x-Wert und eénem der beiden dteren x-Werte wird das Verfahren wiederholt:
_ X3~ X3 %5
Y3- Yo

X4
X

Baspid: y=x?-€%, x=0, x,=1.

y,=0%-e%=-1, y,=1%- e1=0.63,
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o = 070.63- 1x- 1)
°063-(-1)

=0.61y,=-0.17

. = 1x- 0.17)- 0.61>0.63
¢ - 0.17- 0.63

=0.69,y, =-0.025 .

2.3 Umkehrfunktion

Wahrend die Funktion y = f ( x) jedem x-Wert aus dem Definitionsbereich enen y-Wert zuordnet,
haben wir bel der Zielsuche versucht, zu einem numerisch vorgegebenen Wert y, einen zugehdrigen
x-Wert zu finden.

Be der Umkehrfunktion fragen wir nun, ob esmoglich i, eine Vorschrift zu finden, die fir einen
beliebigen, variablen y-Wert genau einen zugehdrigen x-Wert zu liefert.

Wir hatten diese Aufgabe bereits bel den Potenzen gestellt, wo wir

fir y=x?(x30) dasWuzdzehen  x=.fy und
fior y=10~ dasLogarithmieren  x=log y
as Umkehrung kennengdlernt hatten.

Fur die einfachste Funktion y = axx(a 1 0) erhélt man sofort die Umkehrfunktion x = <>y .
a

Fir die algemeine quadratische Funktion y =ax? +bx + c(a 1 0) erhdt man die Umkehrfunktion

durch AuflGsen der quadratischen Gleichung:
ax?+bx +c-y=0
x? +Bx+—c_ Y=o
a a
b, lebs c-y

X :
L2 2a 82ag a

Beschrankt man sich auf das Pluszeichen vor der Wurzdl, so erhdt man zu jedem y-Wert, fir den
der Ausdruck unter der Wurzd nicht-negativ ist, genau einen x-Wert.

Fur die dlgemeine Exponentidfunktion y = a>e®(a * 0,c* 0) erhalt man durch Auflsen nach x

die Umkehrfunktion x == xn Y .
C a
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Aufgabe 4: Spulzeait
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Bel enem Kassettenrecorder ist die gespulte Bandldnge eine quadratische Funktion der Zahl der
Umdrehungen (der auf- oder abspulenden Spule). Die abgelaufenen Zeit ist proportiona der
Bandldnge, und der Zéhlerstand it proportiond der Zahl der Umdrehungen. Damit ist auch die
abgelaufene Zeit t (in Sek) eine quadratische Funktion des Zahlerstandes z:

t=az’ +bz+c .

Aus einer Messung erhdt man folgende Wertepaare fir Zéhlerstand z und Zeit t:

z t [Min:SeK] t [Sek]
000 0:00
050 2:27
100 5:10
(AO)
bund c.
(AD)
ermitteln Se die zugehdrige Zait.
(A2)
(A3)

lifert.

2.4 PC-Unterstitzung

Identifikation der Parameter: Ermitteln Sie aus den Messwerten die Werte der Parameter a,

Enumeration: Setzen Se fir den Zahlerstand die Werte z = 200 und z = 400 en, und

Zidsuche Berechnen Sedie Zéhlersande fir die Zeten 5, 10 und 30 Minuten.

Umkehrfunktion: Geben Se die Funktion an, die zu vorgegebener Zeit den Zéhlerstand

Begiid: y=x’-e *=0, x,=0, x,=1

A | B A B
1 |Sekantenverfahren 1 |Sekantenverfahren
2 2
3 3
4 X y 4 |x y
5 0,0000]  -1,0000 5 |0 =A5"2-EXP(-A5)
6 1,0000 0,6321 6 11 =A6"2-EXP(-A6)
7 0,6127| -0,1665 7 _|=(A5*B6-A6*B5)/(B6-B5) |=A7"2-EXP(-A7)
8 0,6934| -0,0190 8 |=(A6*B7-A7*B6)/(B7-B6) |=A8"2-EXP(-A8)
9 0,7038 0,0007, 9 |=(A7*B8-A8*B7)/(B8-B7) |=AY2-EXP(-A9)
10 0,7035 0,0000 10 |=(A8*B9-A9*B8)/(B9-B8) |=A10"2-EXP(-A10)




